Ряды. Дифференциальные уравнения.

А=а1+а2+а3+…= 
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Определение: Числовой ряд – бесконечная упорядоченная сумма чисел.

Примеры рядов:
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   Гармонический ряд.
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   Дзета функция Риммана.

1-1+1-1+1-1+1-1+…

Аn=а1+а2+а3+…+аn – частичная сумма ряда.
{An}–последовательность частичных сумм.

Определение: Числовой ряд А сходится, если 
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– сумма сходящегося числового рядя. Если
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, то ряд А расходится.

1+2+3+4+5+… (расходится к бесконечности)

В целом по рядам существует несколко типов задач:

1) Исследование сходимости ряда.

2) Нахождение суммы.

Критерий Коши сходимости ряда.
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( (>0  ( n0 , такое, что (n>m(n0: |An-Am|<(.

Тогда говорят, что последовательность An – фундаментальна.

An=a1+a2+…+an
Am=a1+a2+…+am, следовательно, An-Am=am+1+…+an
( (>0 ( n0, такое что (n>m(n0 => | am+1+…+an |<(.

Пример:
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            Гармонический ряд.

Зафиксируем (=0.5, m(n0, n=2m
| am+1+…+an |=   
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Всего m слагаемых
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 – необходимый признак сходимости числового ряда.
Доказательство: n=m+1      ((>0, ( n0 => (n(n0 => |an|<( => 
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Следствие 1
           А=  
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Если ( n1:( n(n1 => an=bn, тогда A~B (либо оба сходящиеся либо оба расходящиеся)

Доказательство: n0(n1 | am+1+…+an |=| bm+1+…+bn |

Следствие 2
   A=  
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Если  
[image: image15.wmf]å

¥

=

1

n

n

|

a

|

 сходится, то 
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Доказательство: По критерию Коши: 
| am+1+…+an |≤|am+1|+|am+2|+…+|an|<(
Достаточные признаки сходимости знакопостоянных рядов.

Признаки сравнения.

1) A= 
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Для доказательства применим критерий Коши:
| am+1+…+an | = am+1+am+2+…+an≤bm+1+bm+2+…+bn<(
2) предельный
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Доказательство: из существования предел 
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следуют неравенства: 
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 тогда по признаку сравнения (1) ряд сходится.
Пример. 
((α)= 
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, рассмотрим как ведёт себя этот ряд в зависимости от α. При α=1 ряд расходится (гармонический). Было доказано ранее. 

Для α<1 =>
[image: image25.wmf]å
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 расходится по признаку сравнения 1.
Для α>1
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 тогда по теореме о среднем выполняются неравенства
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÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

-

-

<

-

-

1

1

n

1

)

1

n

(

1

1

1

n

1

a

a

a

a
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 EMBED Equation.3  [image: image30.wmf]1
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[image: image31.wmf]1
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,  т.е. В – сходится, значит по признаку сравнения ((α) при α>1 то же сходится. 

Таким образом 
((α) = 
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Признак Даламбера.
Пусть 
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, тогда
 (<1 =>A сходится

 (>1 =>A расходится

 (=1 =>вопрос о сходимости остаётся открытым

Доказательство: 

1) (<1, (–(<1, 
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Перемножая все эти неравенства, получим: 
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значит an<c((+()n,n>n0 

т.к. (+(<1 то ряд сходится (по признаку сравнения 1).

2) (>1 => an+1>an=> an не стремится к нулю => ряд расходится, т.к. не выполняется необходимый признак сходимости ряда. 
Признак Коши (радикальный).
Пусть А= 
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тогда при (<1 А сходится, (>1 А расходится, при (=1 вопрос о сходимости ряда остаётся открытым.

Доказательство:
1)(<1

   Выберем ( : (+(<1 тогда из определения предела:
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, значит an<((+()n, n(n0 получена геометрическая прогрессия с q<1, следовательно, ряд сходится (q=(+().

2)(>1 
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an>1,  n (n0 значит, 
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, следовательно, не выполнен необходимый признак сходимости числового ряда.

Признак Коши более общий, чем признак Даламбера, однако применять его сложнее.

Пример:
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   ряд сходится (по Даламберу)

Признак сравнения 3.

Пусть А= 
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тогда, если ряд B сходится, то и ряд A сходится. 
Доказательство:
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                                           После почленного перемножения получим:

                                                                так как a1/b1=const, и B сходится, 

                                                                то и А сходится.

Признак Куммера.

Пусть 
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, тогда, если δ>0, то ряд сходится, если δ<0, то ряд расходится, если δ=0, то вопрос о сходимости ряда остаётся открытым.

Доказательство:
1)δ>0, выберем (=δ/2  тогда, по определению предела,
bn*an/an+1-bn+1>δ-(=δ/2 (n(n0 

обозначим cn=anbn-an+1bn+1>δ*an+1/2 

и докажем сходимость ряда 
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, так как cn=anbn-an+1bn+1= δ*an+1/2>0, то 
anbn>an+1bn+1
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, значит, {anbn} монотонно убывающая, ограниченная нулём последовательность.

Sn = c1+…cn = (a1b1-a2b2)+(a2b2-a3b3)+…+(anbn-an+1bn+1) =  

= a1b1-an+1bn+1
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значит, ряд 
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 тоже сходится (по признаку                  сравнения 1), т.к. δ/2=const, то и исходный ряд сходится => A сходится.

2) δ<0 тогда, 

bn*an/an+1-bn+1<0 =>  
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 (n(n0, значит
по условию ряд 1/bn – расходится, а значит по признаку сравнения 3 расходится и исследуемый ряд A.

Следствие 1 (признак Даламбера).

Возьмём bn=1, тогда
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Если δ>0~(<1

         δ<0~(>1

Следствие 2 (признак Раабе)
Если 
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Пусть bn=n
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обозначим  α=δ+1, тогда 
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, значит при α>1 (δ>0) ряд сходится, при α<1 (δ<0) расходится.       

Следствие 3.
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  => A – расходится.

Применим к исследуемому ряду признак Куммера (bn=n*ln(n) (доказательство расходимости данного ряда см. ниже)). Тогда

bnan/an+1–bn+1=n*ln(n)*(1+1/n+(n)–(n+1)ln(n+1)=
(n+1)(ln(n)–ln(n+1))+n*ln(n)*(n= -n*ln(1+1/n)–ln(1+1/n)+n*ln(n)*(n
[image: image65.wmf]®

-1, т.к. первое из слагаемых стремится (при n стремящемся к бесконечности) к -1, второе к 0, и 3 к нулю (т.к.ln(n)/n-> к 0).

Из доказанных выше признаков Даламбера, Раабе и следствия 3 получаем: 
Признак Гауса. (без доказательства)

Пусть 
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Тогда, 

1) β<1 A – расходится.
2) β>1 A – сходится.
3) β=1    α≤1 A – расходится.
                α>1 A – сходится. Доказательство следует из следствий 1- 3. 

Пример:
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        1-α>1 ~ α<0, A – сходится.

        1-α<1 ~ α>0, A – расходится.

 При α = 0 ряд состоит только из нулевых слагаемых, а следовательно сходится.

Интегральный признак. (Коши-Маклорена)

Пусть 
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Доказательство:
       Лемма. Пусть An=a1+…+an — частичная сумма.Тогда ряд сходится тогда, когда An<c c=const. Эта лемма верна, так как в этом случае получается монотонно убывающая и ограниченная последовательность. 

Тогда 
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 ряд сходится.

Пусть теперь наоборот, известно, что ряд сходится. Тогда 
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Расходимость ряда n*ln(n)
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Знакопеременные ряды
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Признак Лейбница.
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Доказательство:
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Т.к. 
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Каждая из последовательностей A2n и A2n+1 ограничена и
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Следовательно, 
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Заметим, что:


[image: image106.wmf]1

n

n

1

n

n

a

A

A

A

A

+

+

=

-

<

-

.
Пример:
Ряд Лейбница:
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Пример (расходящийся знакочередующийся ряд):
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 расходится.

Вообще, если ряд представим в виде суммы рядов:

1) Если оба ряда сходятся, то их сумма сходится.

2) Если один из рядов сходится, а другой расходится, то их сумма расходится.

Признак Дирихле.
Пусть дан ряд:
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Доказательство: По критерию Коши:
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Используя преобразование Абеля, получим неравенство:
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Следовательно, критерий Коши выполнен, поэтому ряд сходится.

Из признака Дирихле следует признак Лейбница: 
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Доказано.

Пример 1:
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Докажем, что эти ряды сходятся условно:
Докажем, что ряд 
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Значит, ряд
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Пример 2:

При произвольной перестановке членов условно сходящегося ряда его сумма может изменяться:
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Теорема Римана (без доказательства).

Теорема: Пусть дан условно сходящийся ряд
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Теорема Дирихле о перестановке членов абсолютно сходящегося числового ряда.
Теорема: Пусть ряд 
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 новый ряд сходится. При этом, ряд A( сходится абсолютно и его сумма равна сумме исходного ряда, то есть A = A(.
Доказательство:
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k – фикс., 
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Аналогично рассматривается ряд А, как полученный перестановкой 
членов 
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Доказано.

2)
an – произвольного знака. Пусть тогда:
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Применяя к 
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Доказано.
Функциональные ряды
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Примеры функциональных рядов: 
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Равномерная сходимость функциональной последовательности и функционального ряда.

Определение (равномерной последовательности на множестве E( D функциональной последовательности):
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Критерий Коши: 
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Определение равномерной сходимости функционального ряда на множестве E: 
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 Критерий Коши:
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Следствие.
Если 
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Примеры:
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Признак равномерной сходимости.

1) Признак Вейерштрасса (мажорантный признак)
Пусть дан функциональный ряд 
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2) Признак Абеля – Дирихле.
Пусть дан функциональный ряд 
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То ряд 
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Теорема о непрерывности суммы функционального ряда.
Теорема:  Пусть
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Доказательство:
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Доказано.

Теорема об интегрировании функционального ряда.

Теорема: 
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Доказательство:
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Теорема доказана.
Дифференцирование функциональных рядов

Теорема: Пусть 
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Тогда f(x)
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Доказательство (на основании теоремы об интегрировании функционального ряда):
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[a,x] – непрерывная функция, так как ряд 
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 EMBED Equation.3  [image: image203.wmf](
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Теорема доказана.
Степенные ряды

Степенными рядами называются ряды вида 
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Мы будем рассматривать ряды с x0 = 0, т.е. 
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1 теорема Абеля. Пусть 
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Доказательство: Так как 
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Следствие: 1) Область сходимости степенного ряда D может быть одним из следующих множеств:
D=
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Любой степенной ряд сходится в точке x=0. В остальных случаях ряд сходится при всех 
[image: image216.wmf]R

x

<

, если R – радиус сходимости (точная верхняя грань множества x, для которых ряд сходится)-существует. Если точной верхней грани нет, то полагают 
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Приведём примеры:
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Чтобы найти радиус сходимости, можно воспользоваться признаками сходимости знакопостоянных рядов Даламбера, либо Коши.

Признак Даламбера:
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Признак Коши: 
[image: image224.wmf]1

x

a

lim

n

n

n

n

<

¥

®



[image: image225.wmf]R

a

1

lim

x

n

n

n

=

<

¥

®




[image: image226.wmf]n

n

n

a

1

lim

R

¥

®

=


Примечание. Если ни один из указанных пределов не существует, то нужно положить радиус сходимости равным нижнему пределу (наименьшему частичному пределу) выражения для R.

Пример: 
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Следствия:

1) Непрерывность суммы степенного ряда
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2) Интегрирование суммы степенного ряда
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2) Дифференцирование суммы степенного ряда
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Ряды Тейлора

Применяя последовательно теорему о почленном дифференцировании степенного ряда, получим соотношение для n-го коэффициента ряда.
Пусть 
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Доказательство:
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- коэффициенты степенного ряда Тейлора
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Если

, т.е. ряд Тейлора для функции f(x) не всегда совпадает с самой функцией.
Пример:
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Теорема: Пусть 
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Доказательство: По формуле Тейлора с остатком в форме Лагранжа получим:
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Теорема доказана.
Ряды Тейлора для основных элементарных функций

Приведем разложения основных элементарных функций в ряд Тейлора.
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[image: image268.wmf]Проинтегрировав в пределах от 0 до x, получим:
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Тригонометрические ряды Фурье
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, далее функция периодическая с периодом 2π.
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Дифференциальные уравнения

Определение: Дифференциальным уравнением называется уравнение вида 
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 - функция, определенная в некоторой области 
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Определение: Порядком уравнения n  называется наивысший из порядков производных 
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, входящих в уравнение.

Определение: Функция 
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. Дифференциальному уравнению удовлетворяет бесконечное множество функций, но при некоторых условиях решение такого уравнения  единственное.

Определение: Интегральная кривая – это график решения дифференциального уравнения, т.е график функции, удовлетворяющей этому уравнению.

Пример 1: Решить уравнение 
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. Отметим, что эта постоянная – произвольная и решение – не единственное, а имеется бесконечное множество решений.
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 Таким образом, серия графиков получена параллельным переносом на константу  С. 
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рис.2

Пример 2:
Выведем закон движения тела, брошенного с начальной скоростью V под углом α к горизонту. 
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Но по условию y(0) = 0 →  C2 = 0  → 
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Найдем время подъема: 
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Найдем  высоту подъема:
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 Дальность полета  xmax  (при  y(t) = 0 ) 

y(t) = 0
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Пример 3: 

Решить уравнение 
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,  интегрируя  обе части уравнения, получим

d(lny) = d(lnx) 
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Потенциируя обе части уравнения, получаем   общее решение y = Cx,  которое изображается серией линейных интегральных кривых, проходящих через точку  (0,0). При этом из графика  (рис.3) видно, что через любую точку, не принадлежащую (0,0), проходит  только одна интегральная кривая (решение).


[image: image317.png]



Рис.3

Пример 4:
Рассмотрим  уравнение  
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 интегрируя, получаем:  x2  + y2 = C = R2  (рис.4)
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– множество окружностей с центром в начале координат

            рис.4

Определение: Общее решение –  множество решений дифференциального уравнения 
[image: image322.wmf])
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Определение: Частное решение получают при подстановке конкретного значения  константы  в общее решение

Особые  решения не входят в общие решения  через каждую точку особого решения проходит более одной интегральной кривой. 

Пример 5:
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   см. рис.5 (через каждую точку на оси Ох проходит  два решения (две интегральные кривые): частное и особое).
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Рис.5

Можно  построить  интегральную кривую в каждой точке, используя понятие о геометрическом смысле производной: tgα = f(x,y) (рис.6). Таким образом задают поле направлений, т.е. задают прямую  в каждой точке, а потом  проводят кривую касательную ко всем прямым в этих точках и получают интегральную кривую (одно из решений).
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рис.6

Сформулируем важнейшую теорему.

Теорема (О существовании и единственности решения задачи Коши дифференциального уравнения y’=f(x ,y)):

 Пусть 
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 - непрерывная функция (рис.7) в области
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. Тогда существует единственное решение y=y(x) дифференциального уравнения y’=f(x, y)  с начальным условием y(x0)=y0, (x0,y0) принадлежит D. Следовательно, через  точку 
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 проходит только одна интегральная кривая.
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Рис.7

(без доказательства).

Пример 7:
Рассмотрим подробнее уравнение 
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Так как  производная функции f(y) неопределена при у = 0 (разрыв вдоль оси Ох), то при  у = 0 есть еще одно решение (особое).

Основные тины дифференциальных уравнений

1) Уравнения с разделяющимися переменными. Уравнениями с разделяющимися переменными называются уравнения вида 
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 (метод разделения переменных). Интегрируя обе части, получаем 
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, перепишем это уравнение в виде неявно выраженной функции 
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Рассмотрим  пример такого уравнения
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  интегрируя, получим   
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2) Однородные уравнения. Под однородными уравнениями понимаются уравнения вида 
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Пример 1: Рассмотрим параболическое зеркало. Расположим начало координат в фокусе параболы (рис.8). Такое зеркало имеет интересное свойство: при помещении источника света в фокус зеркала  лучи, радиально расходящиеся в разные стороны , после отражения становятся параллельными (так получают плоские  световые волны), причем по закону отражения угол падения равен углу отражения.
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рис.8
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Введем замену: y = zx 
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  и рассмотрим один случай, когда
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Сокращая на z, получаем 
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  интегрируем равенство: 
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Возводим в квадрат  z2 – 1 = C2x2 – 2Cxz + z2  
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Таким образом, получено уравнение параболы.

Пример 2 (уравнение химической реакции): 

1) 
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Разложим на множители:
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В точке (0,0) частное решение  исходного уравнения: 
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 EMBED Equation.3  [image: image377.wmf]t
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Пример 3:
Найдем  закон Т(t) остывания  кипящей воды  до комнатной температуры (tкомн=200) и время достижения 400, если до 600 вода остывает за 20 мин. Известно, что мгновенная скорость остывания линейно зависит от разницы Т и tкомн.

Составим дифференциальное уравнение: 
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Пример 4:
Найти количество соли в растворе через время t, если известно, что изначально было 10 кг соли в 100 л воды, но каждую минуту в резервуар поступает 20 л воды, а выливается 30 л раствора.

Vр-ра(t) = 100 + 30t –20t = 100 + 10t       x(0)=0, x(t)– количество соли
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; при t = 0   x(0)=10
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Пример 5:
Найти точный закон радиоактивного распада, если t0–период полураспада., а x0– начальное количество. Причем известно, что  мгновенная скорость распада линейно зависит от мгновенного количества вещества.
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Задано, что  х (0)=х0; x(t0)= х0/2
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Таким образом, закон распада: 
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Линейное дифференциальное уравнение 1-го порядка.

Такие уравнения  в общем виде могут быть представлены  как:      
[image: image397.wmf])

x

(

q

y

)

x

(

p

y

=

+

¢


Пусть y = UV, где U, V– некоторые функции от х, тогда подставляя, получаем:
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Выберем V(x) так, чтобы она удовлетворяла условию: 
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 Берем любую функцию, удовлетворяющую этому уравнению, например, V = V(x) и подставляем в исходное уравнение

[image: image401.wmf]ò

+

=

Þ

=

¢

Þ

=

¢

C

)

x

(

V

)

x

(

q

U

)

x

(

V

)

x

(

q

U

)

x

(

q

)

x

(

V

U


Пример:
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Замена: y = UV  
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Так как ищем одно любое решение, то при интегрировании не надо добавлять константу: 
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Подставим в исходное уравнение: 
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Следовательно, 
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Этот метод применим и для нелинейного уравнения: 
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, где к– константа

Пусть y = UV, где U, V– некоторые функции от х, тогда подставляя получаем


[image: image408.wmf]k

k

k

k

V

qU

)

pV

V

(

U

V

U

V

qU

)

pUV

U

V

(

V

U

=

+

¢

+

¢

=

+

¢

+

¢


Выберем V(x) так, чтобы она удовлетворяла условию: 
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 Берем любую функцию, удовлетворяющую этому уравнению, например, V = V(x) и подставляем в исходное уравнение
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 из последнего уравнения интегрированием находим U, а затем уже зная V(x) находим  у.

Пример:

Решим дифференциальное уравнение, описывающее прохождение по цепи переменного тока, чтобы найти  зависимость мгновенной силы тока от времени i(t).
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L – индуктивность, R – сопротивление  
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Сделаем замену переменных: 
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Где: α=
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[image: image418.wmf]C

t

sin

t

cos

e

L

tdt

cos

e

L

U

2

2

t

0

t

0

+

+

+

ò

=

=

w

a

w

w

w

a

e

w

e

a

a



[image: image419.wmf]=

)

t

(

i



[image: image420.wmf]t

2

2

0

Ce

t

sin

t

cos

L

a

w

a

w

w

w

a

e

-

+

+

+


Всегда можно ввести ω0  (собственная частота): 
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 При больших t стремится к нулю  
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Уравнение Клеро: 
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Пример:
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  Общее решение уравнения будет: 
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  Проверим, что последняя функция действительно является решением исходного уравнения:  
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Дифференциальное уравнение n-ного порядка
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Общее решение в неявном виде (должно содержать n произвольных независимых постоянных): 
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Либо общее решение может быть найдено в явном виде: 
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Пример:
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Если задать начальные условия: y (0) = y0 , V(0)=V0 , то V0=С1   y0=С2
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Чтобы решить задачу Коши для  дифференциального уравнения 1-го порядка:  
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, т.е. найти функцию-решение (интегральную кривую), проходящую через данную точку, достаточно задать 1 условие: y(х0)= y0.

Теорема: Пусть функция 
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 с начальными условиями 
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 (где точки 
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 принадлежат области 
[image: image454.wmf]D

) имеет, притом единственное решение y = y(x), в окрестности x=x0. (без доказательства).
Линейные дифференциальные уравнения
Линейным дифференциальным уравнением называется уравнение вида:


[image: image455.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

x

q

y

x

p

...

y

x

p

y

x

p

y

n

2

n

2

1

n

1

n

=

+

+

+

+

-

-

 (1)

При q=0, уравнение называется однородным, q(0 неоднородным.

y(+py=q –дифференциальное уравнение первого порядка.

Обозначим левую часть  уравнения (1) при q(x)=0 L(y)=>L(y)=0.

Отметим два свойства L(y).

1) L(y1+y2)=L(y1)+L(y2)

2) L(Cy)=CL(y) => множество решений линейно однородного дифференциального L(y) = 0 есть линейное пространство.
Линейная зависимость функций
Функции y1,…,yn называются линейно зависимыми, если ( λ1,…,λn (|λ1|+…+|λn|(0) такие что 
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 соответственно функции называются линейно независимыми если не удовлетворяют уравнению (1) при любом 
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Множество решений n-мерного дифференциального уравнения образуют базис, состоящий из линейно независимых функций.

Определитель Вронского.
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Теорема 1:

Если функции y1(x),…,yn(x)(все функции и их производные непрерывны и существуют до n-1 го порядка) линейно зависимы, то  
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Доказательство:

Так как функции линейно зависимы, то 
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после дифференциирования получим:
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Эта система имеет ненулевое решение ( когда определитель этой системы равен 0. А этот определитель и есть определитель Вронского. 

Если W(0, то функции линейно независимы.

Пример 1:

             Покажем, что если определитель равен нулю, то функции необязательно линейно зависимы.   
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Рассмотрим произвольную точку x0>0.

Теорема 2: Пусть 
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Следствие: если 
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Доказательство: 

Так как W=0 в x0, то 
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 так как определитель =0 то его столбцы линейно зависимы (их линейная комбинация равна 0). Значит 
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Рассмотрим функцию y=
[image: image476.wmf]0
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 L(y)=0, т.е. y- решение дифференциального уравнения. С условиями:  
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Решение [image: image478.wmf]0
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 удовлетворяет (1) но начальным условиям удовлетворяет только одно решение (по теореме Коши о существовании единственного решения). y(x) ( 0 и [image: image479.wmf]n
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 – линейно зависимы => W = 0.  
Пример 1:

y(n)=0 Решения:y1=1, y2=x, y3=x2,…,yn=xn-1
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следовательно, функции линейно независимы.

Пример 2:
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Фундаментальная система решений линейного

однородного уравнения
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Определение: Любые n линейно независимых решений линейного однородного дифференциального уравнения n-ного порядка называется фундаментальной системой решений этого уравнения. Из доказанных выше теорем следует:
Теорема: Решения 
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 уравнения образуют фундаментальную систему решений этого уравнения тогда и только тогда, когда их определитель Вронского 
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Теорема: Для любого линейного однородного дифференциального уравнения существует фундаментальная система его решений.

Доказательство: Пусть
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Тогда определитель Вронского запишется так:
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Система функций 
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L(y) = 0 линейно независима, поэтому она образует фундаментальную систему решений:
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Теорема: Пусть y(x) – любое решение дифференциального уравнения  L(y) = 0 и 
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Доказательство: Рассмотрим систему линейных уравнений относительно неизвестных 
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Теорема доказана.

Линейное однородное дифференциальное уравнение с постоянными коэффициентами
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Частные случаи:

n = 2:
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Поэтому определитель Вронского запишется так:
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Общее решение: 
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  – фундаментальная система решений 

[image: image513.wmf]0

e

x

cos

x

sin

x

sin

x

cos

x

sin

x

cos

e

x

cos

e

x

sin

e

x

sin

e

x

cos

e

x

sin

e

x

cos

e

)

y

,

y

(

W

x

1

x

x

x

x

x

x

x

2

1

¹

=

-

-

=

=

-

-

=

a

a

a

a

a

a

a

a

b

b

b

b

a

b

b

b

a

b

b

b

b

b

a

b

b

b

a

b

b


	
[image: image514.wmf])

x

sin

C

x

cos

C

(

e

y

2

1

x

b

b

a

+

=




Общее решение: 

В общем виде:
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 Решение надо искать в виде 
[image: image516.wmf]:

e

y

x

l

=



[image: image517.wmf].

0

e

)

(

P

0

)

a

...

a

(

e

e

a

...

e

a

e

:

e

y

x

)

(

P

n

1

n

1

n

x

x

n

x

1

n

1

x

n

x

k

)

k

(

=

×

Þ

=

+

+

+

=

+

+

+

=

-

-

l

l

l

l

l

l

l

l

l

l

l

l

l

4

4

4

3

4

4

4

2

1



[image: image518.wmf]}

.

s

,...,

1

k

,

i

к

также

а

,

i

многочлен

 

стический

 характери

)

(

...

)

(

)

(

)

(

P

k

k

k

k

k

m

3

m

2

m

1

s

2

корня

кратность

1

=

-

=

+

=

-

-

×

×

-

×

-

=

b

a

l

b

a

l

l

l

l

l

l

l

l


Утверждение: Если следующие m функций (решения уравнения L(x))
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 – линейно независимы, т.к.
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Следовательно, функции 
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 – есть фундаментальная система решений дифференциального уравнения 
L(y) = 0.

Общее решение имеет вид:
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Решение неоднородного  линейного дифференциального уравнения  n-го порядка

L(y)=
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(1)

Предположим, что найдена ф.с.р. соответствующего однородного уравнения (L(y)=q(x)=0): 
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Пространство решений неоднородного уравнения уже не является линейным пространством.

Теорема *:   Пусть 
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, т.е. однородного.
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Любое решение Y однородного уравнения  представляется в виде линейной комбинации ф.р.

Y=y–y0 =
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(общее решение неоднородного уравнения).

Нахождение частного решения неоднородного уравнения.

Оно почти всегда находится, если известна ф.с.р. соответствующего однородного уравнения.

Метод вариации постоянных

Вернемся к неоднородному уравнению 
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 (1). Предположим, что мы можем найти фундаментальную систему решений 
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 (2). Тогда,  любое решение 
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 этого уравнения имеет вид: 
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. Предположим также, что нам удалось найти некоторое решение 
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 уравнения (1). По теореме *, любое решение 
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 этого уравнения имеет вид: 
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(3).  Итак, для нахождения всех решений уравнения (1) требуется найти какое-то одно его решение 
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. Для этого можно использовать метод вариации постоянных, который состоит в том, что решение уравнения (1) ищется в виде 
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 (4), где 
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 - фундаментальная система решений уравнения (2).
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Тогда:
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                       (домножаем и складываем уравнения.)

 Пусть выражения в квадратных скобках равны нулю, кроме последней скобки, равной  q. Тогда при сложении в первом столбце( и в последующих) получится ноль, но в последнем будет q(x).
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 Но это равенство выполняется только в случае выполнения принятой нами  системы условий, т.е. если найдены функции Сk (x), удовлетворяющие этой системе условий(*), то функция y0 есть частное решение неоднородного уравнения.

 Получили, таким образом, обычную систему (*) линейных уравнений, которая имеет единственное решение, если  не равен нулю определитель системы, т.е. определитель Вронского. Для того, чтобы отыскать 
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Вычтем одно уравнение из другого: 
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  –частное решение неоднородного уравнения
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  –общее решение неоднородного уравнения.

Метод неопределенных коэффициентов для нахождения частного решения неоднородного дифференциального уравнения с постоянными коэффициентами.

Представим неоднородное уравнение в виде:
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где P(x) и Q(x) - многочлены, причем 
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Частное решение уравнения (1) можно искать в виде:
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, где R(x) и S(x) – многочлены степени m, k –кратность корня 
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Пример: 
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В данном случае 
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 и частное решение ищется в виде:
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Подставляем выражения для 
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Решение исходного уравнения:
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Решение систем линейных дифференциальных уравнений с постоянными коэффициентами

Рассмотрим систему
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Решение представляет собой систему 
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, где A – матрица из коэффициентов 
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системы.

Введем невырожденную матрицу B замены 
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Пусть (1, (2 – собственные значения матрицы A. Тогда можно найти такую матрицу B, что 
Матрица A1 запишется в виде 
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 – собственные значения характеристического многочлена матрицы A (собственные числа):
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Собственные числа матрицы A: 
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Нетрудно найти, что
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Общее решение системы уравнений:
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Пример 2: 
Рассмотрим случай, когда корни характеристического многочлена совпадают.
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примет вид 
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, другое решение нужно искать в виде:
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(1’) , где a,b,c,d – неопределенные коэффициенты.

Найдем их, продифференцировав уравнения системы (1’) и подставив выражения для 
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Разделив на 
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 оба уравнения, получим систему, связывающую неизвестные коэффициенты:
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отсюда 
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Положим 
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Проверим систему на линейную зависимость.
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Таким образом, общий вид решения:
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В случае кратных корней одно решение находится сразу, второе – методом неопределенных коэффициентов.

Пример3: Решение систем линейных дифференциальных уравнений с постоянными коэффициентами, имеющих комплексно-сопряженные корни.
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Общее решение:
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Рассмотрим еще один пример, который иллюстрирует решение системы трех линейных дифференциальных уравнений.

Даны две последовательные химические реакции 
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 и 
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. Скорость каждой из реакций пропорциональна концентрации реагирующего вещества. Константы скорости реакций равны a и b.

Обозначим x,y,z концентрации веществ A,B и C соответственно. 

Система уравнений примет вид:
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собственный вектор 
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собственный вектор 
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 находится из системы 
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собственный вектор 
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Константы С1,С2 и С3 определяются из начальных концентраций веществ A,B и C.




































































































� EMBED Equation.3  ���



































� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���
























































_1163778360.unknown

_1163780254.unknown

_1163781449.unknown

_1163782165.unknown

_1163782247.unknown

_1163782316.unknown

_1163782361.unknown

_1163782493.unknown

_1163782509.unknown

_1163782564.unknown

_1163782571.unknown

_1163782890.unknown

_1163782891.unknown

_1163782888.unknown

_1163782889.unknown

_1163782576.unknown

_1163782567.unknown

_1163782522.unknown

_1163782559.unknown

_1163782518.unknown

_1163782500.unknown

_1163782506.unknown

_1163782496.unknown

_1163782416.unknown

_1163782443.unknown

_1163782485.unknown

_1163782420.unknown

_1163782405.unknown

_1163782412.unknown

_1163782364.unknown

_1163782339.unknown

_1163782352.unknown

_1163782356.unknown

_1163782350.unknown

_1163782334.unknown

_1163782336.unknown

_1163782321.unknown

_1163782278.unknown

_1163782305.unknown

_1163782311.unknown

_1163782314.unknown

_1163782308.unknown

_1163782297.unknown

_1163782300.unknown

_1163782294.unknown

_1163782262.unknown

_1163782272.unknown

_1163782276.unknown

_1163782269.unknown

_1163782255.unknown

_1163782259.unknown

_1163782250.unknown

_1163782207.unknown

_1163782229.unknown

_1163782238.unknown

_1163782243.unknown

_1163782232.unknown

_1163782213.unknown

_1163782225.unknown

_1163782210.unknown

_1163782191.unknown

_1163782198.unknown

_1163782203.unknown

_1163782194.unknown

_1163782179.unknown

_1163782188.unknown

_1163782175.unknown

_1163781625.unknown

_1163782107.unknown

_1163782129.unknown

_1163782136.unknown

_1163782140.unknown

_1163782132.unknown

_1163782122.unknown

_1163782126.unknown

_1163782118.unknown

_1163781730.unknown

_1163782051.unknown

_1163782065.unknown

_1163781793.unknown

_1163781801.unknown

_1163781789.unknown

_1163781636.unknown

_1163781686.unknown

_1163781633.unknown

_1163781558.unknown

_1163781585.unknown

_1163781606.unknown

_1163781623.unknown

_1163781597.unknown

_1163781577.unknown

_1163781582.unknown

_1163781574.unknown

_1163781518.unknown

_1163781543.unknown

_1163781554.unknown

_1163781540.unknown

_1163781492.unknown

_1163781505.unknown

_1163781480.unknown

_1163780892.unknown

_1163781250.unknown

_1163781322.unknown

_1163781365.unknown

_1163781419.unknown

_1163781426.unknown

_1163781397.unknown

_1163781356.unknown

_1163781359.unknown

_1163781325.unknown

_1163781279.unknown

_1163781297.unknown

_1163781311.unknown

_1163781283.unknown

_1163781259.unknown

_1163781264.unknown

_1163781254.unknown

_1163781020.unknown

_1163781126.unknown

_1163781137.unknown

_1163781242.unknown

_1163781133.unknown

_1163781119.unknown

_1163781123.unknown

_1163781117.unknown

_1163780996.unknown

_1163781013.unknown

_1163781016.unknown

_1163781004.unknown

_1163780906.unknown

_1163780993.unknown

_1163780895.unknown

_1163780437.unknown

_1163780773.unknown

_1163780864.unknown

_1163780871.unknown

_1163780884.unknown

_1163780868.unknown

_1163780850.unknown

_1163780853.unknown

_1163780792.unknown

_1163780615.unknown

_1163780708.unknown

_1163780770.unknown

_1163780696.unknown

_1163780544.unknown

_1163780612.unknown

_1163780519.unknown

_1163780322.unknown

_1163780424.unknown

_1163780429.unknown

_1163780434.unknown

_1163780427.unknown

_1163780341.unknown

_1163780419.unknown

_1163780332.unknown

_1163780287.unknown

_1163780293.unknown

_1163780319.unknown

_1163780290.unknown

_1163780280.unknown

_1163780284.unknown

_1163780270.unknown

_1163779135.unknown

_1163779843.unknown

_1163779990.unknown

_1163780204.unknown

_1163780241.unknown

_1163780247.unknown

_1163780250.unknown

_1163780244.unknown

_1163780235.unknown

_1163780237.unknown

_1163780232.unknown

_1163780021.unknown

_1163780195.unknown

_1163780199.unknown

_1163780041.unknown

_1163779995.unknown

_1163779998.unknown

_1163779992.unknown

_1163779935.unknown

_1163779962.unknown

_1163779982.unknown

_1163779985.unknown

_1163779965.unknown

_1163779944.unknown

_1163779959.unknown

_1163779941.unknown

_1163779914.unknown

_1163779928.unknown

_1163779932.unknown

_1163779917.unknown

_1163779893.unknown

_1163779900.unknown

_1163779911.unknown

_1163779895.unknown

_1163779858.unknown

_1163779620.unknown

_1163779712.unknown

_1163779763.unknown

_1163779777.unknown

_1163779801.unknown

_1163779785.unknown

_1163779770.unknown

_1163779730.unknown

_1163779741.unknown

_1163779715.unknown

_1163779693.unknown

_1163779707.unknown

_1163779710.unknown

_1163779698.unknown

_1163779684.unknown

_1163779690.unknown

_1163779638.unknown

_1163779244.unknown

_1163779553.unknown

_1163779594.unknown

_1163779611.unknown

_1163779617.unknown

_1163779608.unknown

_1163779586.unknown

_1163779591.unknown

_1163779561.unknown

_1163779465.unknown

_1163779495.unknown

_1163779548.unknown

_1163779469.unknown

_1163779273.unknown

_1163779286.unknown

_1163779291.unknown

_1163779337.unknown

_1163779310.unknown

_1163779289.unknown

_1163779276.unknown

_1163779282.unknown

_1163779253.unknown

_1163779268.unknown

_1163779271.unknown

_1163779251.unknown

_1163779175.unknown

_1163779205.unknown

_1163779214.unknown

_1163779217.unknown

_1163779208.unknown

_1163779180.unknown

_1163779183.unknown

_1163779178.unknown

_1163779163.unknown

_1163779169.unknown

_1163779172.unknown

_1163779166.unknown

_1163779157.unknown

_1163779160.unknown

_1163779154.unknown

_1163778762.unknown

_1163778933.unknown

_1163778976.unknown

_1163779100.unknown

_1163779111.unknown

_1163779116.unknown

_1163779108.unknown

_1163779089.unknown

_1163779097.unknown

_1163779004.unknown

_1163778945.unknown

_1163778950.unknown

_1163778958.unknown

_1163778947.unknown

_1163778939.unknown

_1163778941.unknown

_1163778936.unknown

_1163778893.unknown

_1163778906.unknown

_1163778915.unknown

_1163778920.unknown

_1163778909.unknown

_1163778900.unknown

_1163778904.unknown

_1163778897.unknown

_1163778822.unknown

_1163778867.unknown

_1163778890.unknown

_1163778864.unknown

_1163778773.unknown

_1163778812.unknown

_1163778765.unknown

_1163778561.unknown

_1163778661.unknown

_1163778680.unknown

_1163778722.unknown

_1163778759.unknown

_1163778719.unknown

_1163778669.unknown

_1163778674.unknown

_1163778666.unknown

_1163778587.unknown

_1163778653.unknown

_1163778658.unknown

_1163778627.unknown

_1163778582.unknown

_1163778584.unknown

_1163778564.unknown

_1163778531.unknown

_1163778546.unknown

_1163778554.unknown

_1163778558.unknown

_1163778550.unknown

_1163778540.unknown

_1163778543.unknown

_1163778537.unknown

_1163778470.unknown

_1163778526.unknown

_1163778529.unknown

_1163778473.unknown

_1163778461.unknown

_1163778466.unknown

_1163778458.unknown

_1163757043.unknown

_1163776020.unknown

_1163777911.unknown

_1163778239.unknown

_1163778330.unknown

_1163778346.unknown

_1163778352.unknown

_1163778354.unknown

_1163778349.unknown

_1163778338.unknown

_1163778341.unknown

_1163778333.unknown

_1163778306.unknown

_1163778314.unknown

_1163778317.unknown

_1163778327.unknown

_1163778309.unknown

_1163778312.unknown

_1163778249.unknown

_1163778283.unknown

_1163778244.unknown

_1163778026.unknown

_1163778147.unknown

_1163778179.unknown

_1163778236.unknown

_1163778149.unknown

_1163778059.unknown

_1163778130.unknown

_1163778040.unknown

_1163777955.unknown

_1163777965.unknown

_1163777989.unknown

_1163777961.unknown

_1163777948.unknown

_1163777952.unknown

_1163777914.unknown

_1163777036.unknown

_1163777709.unknown

_1163777743.unknown

_1163777775.unknown

_1163777879.unknown

_1163777747.unknown

_1163777731.unknown

_1163777739.unknown

_1163777728.unknown

_1163777209.unknown

_1163777466.unknown

_1163777700.unknown

_1163777261.unknown

_1163777152.unknown

_1163777165.unknown

_1163777121.unknown

_1163776516.unknown

_1163776951.unknown

_1163776991.unknown

_1163777014.unknown

_1163776988.unknown

_1163776525.unknown

_1163776656.unknown

_1163776519.unknown

_1163776439.unknown

_1163776469.unknown

_1163776472.unknown

_1163776445.unknown

_1163776464.unknown

_1163776318.unknown

_1163776340.unknown

_1163776156.unknown

_1163774315.unknown

_1163774769.unknown

_1163775617.unknown

_1163775806.unknown

_1163775923.unknown

_1163776016.unknown

_1163775825.unknown

_1163775731.unknown

_1163775749.unknown

_1163775728.unknown

_1163775107.unknown

_1163775328.unknown

_1163775361.unknown

_1163775123.unknown

_1163774778.unknown

_1163775072.unknown

_1163774775.unknown

_1163774523.unknown

_1163774564.unknown

_1163774571.unknown

_1163774686.unknown

_1163774622.unknown

_1163774568.unknown

_1163774555.unknown

_1163774558.unknown

_1163774526.unknown

_1163774469.unknown

_1163774475.unknown

_1163774520.unknown

_1163774472.unknown

_1163774445.unknown

_1163774467.unknown

_1163774428.unknown

_1163757405.unknown

_1163759934.unknown

_1163759952.unknown

_1163774073.unknown

_1163774292.unknown

_1163759955.unknown

_1163759942.unknown

_1163759949.unknown

_1163759939.unknown

_1163757488.unknown

_1163759903.unknown

_1163759923.unknown

_1163757489.unknown

_1163757486.unknown

_1163757487.unknown

_1163757484.unknown

_1163757485.unknown

_1163757412.unknown

_1163757381.unknown

_1163757393.unknown

_1163757399.unknown

_1163757402.unknown

_1163757396.unknown

_1163757387.unknown

_1163757390.unknown

_1163757384.unknown

_1163757368.unknown

_1163757374.unknown

_1163757378.unknown

_1163757372.unknown

_1163757076.unknown

_1163757126.unknown

_1163757047.unknown

_1163754318.unknown

_1163755789.unknown

_1163756034.unknown

_1163756950.unknown

_1163756996.unknown

_1163757026.unknown

_1163757029.unknown

_1163757017.unknown

_1163756960.unknown

_1163756970.unknown

_1163756953.unknown

_1163756059.unknown

_1163756066.unknown

_1163756069.unknown

_1163756063.unknown

_1163756052.unknown

_1163756056.unknown

_1163756049.unknown

_1163755890.unknown

_1163756001.unknown

_1163756019.unknown

_1163756021.unknown

_1163756004.unknown

_1163755990.unknown

_1163755994.unknown

_1163755948.unknown

_1163755850.unknown

_1163755857.unknown

_1163755860.unknown

_1163755853.unknown

_1163755844.unknown

_1163755847.unknown

_1163755794.unknown

_1163755612.unknown

_1163755671.unknown

_1163755778.unknown

_1163755784.unknown

_1163755787.unknown

_1163755781.unknown

_1163755699.unknown

_1163755714.unknown

_1163755674.unknown

_1163755634.unknown

_1163755640.unknown

_1163755667.unknown

_1163755637.unknown

_1163755617.unknown

_1163755631.unknown

_1163755614.unknown

_1163754359.unknown

_1163754679.unknown

_1163755233.unknown

_1163755609.unknown

_1163754980.unknown

_1163754472.unknown

_1163754480.unknown

_1163754408.unknown

_1163754334.unknown

_1163754342.unknown

_1163754355.unknown

_1163754337.unknown

_1163754326.unknown

_1163754329.unknown

_1163754322.unknown

_1163753059.unknown

_1163753574.unknown

_1163753618

_1163753628.unknown

_1163753636.unknown

_1163753909.unknown

_1163754145.unknown

_1163754296.unknown

_1163754304.unknown

_1163754290.unknown

_1163753925.unknown

_1163753641.unknown

_1163753643.unknown

_1163753645.unknown

_1163753646.unknown

_1163753654

_1163753644.unknown

_1163753642.unknown

_1163753638.unknown

_1163753640.unknown

_1163753637.unknown

_1163753632.unknown

_1163753634.unknown

_1163753635.unknown

_1163753633.unknown

_1163753630.unknown

_1163753631.unknown

_1163753629.unknown

_1163753624.unknown

_1163753626.unknown

_1163753627.unknown

_1163753625.unknown

_1163753622.unknown

_1163753623.unknown

_1163753620.unknown

_1163753605

_1163753609

_1163753612

_1163753616.unknown

_1163753611

_1163753607.unknown

_1163753608.unknown

_1163753606.unknown

_1163753594.unknown

_1163753601.unknown

_1163753603.unknown

_1163753595.unknown

_1163753578.unknown

_1163753582.unknown

_1163753577.unknown

_1163753399.unknown

_1163753568.unknown

_1163753570.unknown

_1163753571.unknown

_1163753569.unknown

_1163753416.unknown

_1163753423.unknown

_1163753414.unknown

_1163753304.unknown

_1163753392.unknown

_1163753397.unknown

_1163753386.unknown

_1163753256.unknown

_1163753289.unknown

_1163753253.unknown

_1163528883.unknown

_1163686902.unknown

_1163688038.unknown

_1163704661.unknown

_1163752971.unknown

_1163689363.unknown

_1163687848.unknown

_1163687965.unknown

_1163687746.unknown

_1163617123.unknown

_1163618633.unknown

_1163618817.unknown

_1163618497.unknown

_1163616561.unknown

_1163616580.unknown

_1163616203.unknown

_1100810020.unknown

_1100861030.unknown

_1100879345.unknown

_1101150431.unknown

_1101235530.unknown

_1101298107.unknown

_1163527287.unknown

_1101290399.unknown

_1101292966.unknown

_1101214417.unknown

_1101225934.unknown

_1101214201.unknown

_1100880257.unknown

_1101134583.unknown

_1101138372.unknown

_1100880275.unknown

_1100879966.unknown

_1100878916.unknown

_1100879321.unknown

_1100866992.unknown

_1100878866.unknown

_1100873909.unknown

_1100861402.unknown

_1100851912.unknown

_1100852218.unknown

_1100853129.unknown

_1100855540.unknown

_1100860703.unknown

_1100853925.unknown

_1100852278.unknown

_1100851958.unknown

_1100851248.unknown

_1100851470.unknown

_1100851085.unknown

_1100773036.unknown

_1100774998.unknown

_1100775093.unknown

_1100775343.unknown

_1100809321.unknown

_1100775101.unknown

_1100775027.unknown

_1100774834.unknown

_1100774967.unknown

_1100773251.unknown

_1100770610.unknown

_1100772922.unknown

_1100772983.unknown

_1100772641.unknown

_1100770490.unknown

_1100770608.unknown

_1100770609.unknown

_1100770607.unknown

_944553086.unknown

_1100770481.unknown

_944553115.unknown

_944552817.unknown

